1276

So ergibt sich bei einem Neutronenflu} von 1023
Neutronen/cm?, der bei einer Sprengkraft, wie sie
in diesem Fall vorlag, von 200 bis 300 kt TNT
sicherlich nicht zu hoch gewahlt ist, ein Verhaltnis
von

U-235 1

U238

e
Fir hohere Neutronenfliisse verschiebt sich dieses
Verhiltnis weiter zugunsten von U-238.

Schlieft man die Moglichkeit eines U-238-Mantels
als Reflektor aus, so liegt der Schlufl nahe, daf}
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U-238 nicht als Verunreinigung einer U-235-Kern-
spaltungsbombe angenommen werden kann, sondern
dal} U-238 als entscheidendes Spaltmaterial vorhan-
den war und dafl U-237 tber den (n,2n)-Prozef
durch hochenergetische Neutronen entstanden ist,
was ebenfalls die relativ hohe Spaltausbeute von
Sb-125 verstandlich machen wiirde.

Wir danken Herrn Professor Dr. E. Bacce fiir die
Moglichkeit der Durchfithrung dieser Arbeit im Institut
fiir Reine und Angewandte Kernphysik der Universitat
Kiel und fiir sein forderndes Interesse an dieser Arbeit.
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The classification of the structure transformations may be improved by considering the phenom-
ena of long range order and short range order. The Lambda transformations and the phase trans-
formations are distinguished from one another in that certain entropie values which may be found
by extrapolation are bigger or smaller than the latent entropy. Transformations of the second order

are to be considered as improbable limiting cases.

Die Thermodynamik eines Einkomponenten-
systems wird meistens mit Hilfe der molaren Gibbs-
Energie Gx(T,P) beschrieben, wobei héufig noch
der Druck P =1 at gesetzt werden darf, so daBl Gy
nur Funktion der Temperatur T ist. Eine Phasen-
umwandlung erscheint dann als Uberschneidung
zweier Gy (T)-Kurven oder nach Fortlassen der
metastabilen Zweige als Knick in der Gx(T)-Kurve,
so daB die molare Entropie Sy = — 3Gy/3T bei der
Umwandlung einen (positiven) Sprung bei Erho-
hung der Temperatur macht (latente Entropie der
»Umwandlung erster Ordnung“). Einige von der
Strukturforschung als Ordnungseinstellung erkannte
Umwandlungen! zeigen keine latente Energie.
Enrenrest ? schlug auf Grund von einigen zugehori-
gen experimentellen Kurven

—926x/3AT? =T~ Cxp(T),

die hdufig dem Buchstaben Lambda &hneln, vor,
daf} diese Lambda-Umwandlungen durch ein stetiges

1 L. Gurrmany, Order-Disorder Phenomena in Metals, Solid
State Phys. 3, 145 [1956].

2 P. Eurexrest, Koninkl. Akad. Wetenschap. Amsterdam
Proc. 36, 153 [1933].

OGx/3T und einen endlichen Sprung in 32Gy/3T?
gekennzeichnet seien, und nannte diese ,,Umwand-
lungen zweiter Ordnung®. Die enge Forderung eines
endlichen Sprungs motiviert sich durch die Anwen-
dung der I'Hospitalschen Regel auf die Clausius-
Clapeyronschen Gleichungen (s. u.). Ehrenfest de-
finierte auch Umwandlungen hoherer Ordnung; wir
wollen diese jedoch hier beiseite lassen, weil sie
keine Bedeutung erlangt haben.

Der Klassifikation in Umwandlungen erster und
zweiter Ordnung haften Méngel an. Die Klassifika-
tion ist experimentell schwierig zu entscheiden; ein
Sprung einer physikalischen Grofle in Funktion von
T kann sehr klein sein (vgl. 3). Die Klassifikation
ist nicht erschopfend, es sind Lambda-Umwandlun-
gen moglich und beobachtet worden, die nicht durch
einen endlichen Sprung von 32Gy/3T? gekennzeich-
net sind 4. Die Klassifikation ist schlieBlich nicht na-
tirlich, denn in einem Zweikomponentensystem muf}
eine Legierung, die 1 At.-% neben einer kongruent

3 F. N. Rumes u. J. B. Newkirk, Trans. Am. Soc. Metals 45,
1029 [1953]. — Man vergleiche ferner das Experimental-
material, das durch Dunkelfeldelektronenmikroskopie tiber
zweiphasige Gefiige bei Ordnungsumwandlungen beige-
bracht wurde (H. WarLimMonT, demnéchst) .

4 A. B. Prerarp, Elements of Classical Thermodynamics,
Cambridge, University Press 1961.
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umwandelnden Legierung liegt, als Umwandlung
2. Ordnung angesehen werden, d. h. die Klasse einer
Umwandlung héingt von der Richtung des Prozesses
im Zustandsraum ab °.

Die Tatsache, daBB die Ehrenfestsche Klassifika-
tion trotz dieser Mangel weiten Eingang in die Lite-
ratur gefunden hat, hingt vielleicht damit zusam-
men, daB Lanpau® sie untermauerte durch eine
Naherungsbetrachtung, die auf eine Umwandlung
fiihrt, welche genau der Definition einer Umwand-
lung 2. Ordnung entspricht. Tisza 7 wies jedoch dar-
auf hin, daf} eine andere Naherungsbetrachtung, die
strenge Losung des Ising-Modells, auf

Cyp~log|T—T;],

(T; = Umwandlungstemperatur) fithrte, also auf
eine Umwandlung, die nicht in die Ehrenfest-Klas-
sifikation paft.

Um zu einer Verbesserung der Klassifikation der
Umwandlungen zu kommen, soll die Landausche
Uberlegung etwas genauer betrachtet werden.

Beriicksichtigung der Nahordnung
bei Lambda-Umwandlungen

Nach Landau (und auch Tisza7) ist eine wesent-
liche Eigenschaft von Lambda-Umwandlungen das
Auftreten einer molaren inneren Koordinate (oder
Reaktionslaufzahl) My, die den Ordnungsgrad
kennzeichnet und die eine Symmetrieeigenschaft,
z.B.

Gy (T, My) = Gx (T, —My)

hat. Eine Lambda-Umwandlung ist danach ein kri-
tischer Punkt einer inneren Variablen. Eine Taylor-
Entwicklung von Gy um My=0 gibt dann eine
Gibbs-Energie, die tatsdchlich am Umwandlungs-
punkt einen Sprung der spezifischen Warme Cyp auf-
weist. Nach Tisza 7 ist nun die fir die Zuldssigkeit
der Legendre-Transformierten Gy (7T, My) notwen-
dige Bedingung
det 3 (T, OUx/OMy) [ (Sx, Mx) 0

im kritischen Umwandlungszustand nicht erfiillt,
so daB dort Koeffizienten der Art 32Gy/OMy? un-

endlich oder unbestimmt werden und damit auch
Landaus Reihenentwicklung unzuldssig wird. Die-

5 C. J. Gorter, zitiert in W. H. Keesom, Helium, Elsevier
Publishing Co., Amsterdam 1942, S. 259.
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ser Kritik kann man ausweichen, wenn man Landaus
Uberlegung statt auf Gy auf die molare innere Ener-
gie Ux(Sx,My) anwendet. Wegen der Symmetrie

Ux (Sx, Mx) = Ux(Sy, —My)
lautet die Entwicklung um My =0 wie folgt:
Ux(Sx, Mx) =Ux(Sx,0) + 4(Sx) My*
+B(Sy) My*+...,

wobei aus Stabilitdtsgriinden B>0 und 4> bzw.
<0 fiir Sy> bzw. < Sx;, wo Sy; die molare Entro-
pie bei Beginn der Umwandlung bedeutet. Da My
eine innere Koordinate ist, gilt die Stationaritéts-
bedingung

SU/3My =0,
woraus

2AMN+4BMN3=O
folgt, so daB Myxy=0 bzw. =+ (—A4/2B)" und

UN=UN(SN,0) bzw. =UN (SN,O)—A2/4B
fir Sy> bzw. <Sy;.

Da A=0 fiir Sy=Sy;, wird man 4 =a(Sy—Sx;)
annehmen und erhalt

T=T(Sx,0) bzw. =T(Sx,0) —a®(Sx—Sx;1)/2B,
also einen Knick in T'(Sy). Die T (Sy, Vy)-Kurve
(¥Vx =Molvolumen sei Parameter) ist fiir die Dis-
kussion der Umwandlungen besonders geeignet. Das
Auftreten von Vy statt P steht in Parallele zum
Auftreten von Cyp, der Warmekapazitat bei kon-
stantem Volumen, in der statistischen Theorie der
thermodynamischen Fundamentalgleichung. Der ge-
ringere Anstieg der T (Sy)-Kurve im Ordnungsgebiet
zeigt, daB} ein bestimmter Teil der Entropie in der
Entordnung enthalten ist. Nun ist, wie man heute
weil}, die Annahme, dal bei Sy; alle Ordnung ver-
schwindet, nicht aufrechtzuerhalten, weil die Nah-
ordnung oberhalb der Umwandlungsentropie weiter-
besteht. Die Koordinate My darf nicht als Fernord-
nung gedeutet werden, weil die Ordnung eine ein-
heitliche Erscheinung ist. Ist o bzw. oy die Fern-
ordnung bzw. Nahordnung, so ist z. B. auch

V(271 (0% + 0x%)) = My

ein extensiver Ordnungsparameter, der bei Unord-
nung verschwindet und bei maximaler Ordnung ma-
ximal ist. Zwar ist fiir diesen neuen Ordnungspara-

6 L. D. Lanpav, Phys. Z. Sovietunion 11, 26, 545 [1937];
vgl. auch L. D. Laxpav u. E. M. Lirscuirz, Statistische Phy-
sik, Akademische Verlagsgesellschaft, Berlin 1966.

7 L. Tisza, Ann. Phys. New York 13,1 [1961] ; cf. 68.
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meter kein negativer Wert mehr definiert, aber der
Verlauf der Energie Ux(Sy, Mx) kann nicht wesent-
lich verschieden von dem nach Landau angenommen
sein, weil der energetische Einflul der Nahordnung
nicht sehr grof} ist. Die Lambda-Entropie, die dem
Verschwinden der Fernordnung entspricht, wird also
gemdll der Erfahrung erreicht, bevor dieses neue
My =0 wird, was z.B. dadurch beschrieben werden
kann, daf} der kleinen Entropien entsprechende Zweig
der T (Sx)-Kurve durch einen kleinen horizontalen
Zweig in den Zweig der Hochentropiestruktur (Abb.
1) ibergeht. Die Tatsachen der Nahordnung und
einer scharfen Umwandlungstemperatur machen also
die Existenz einer kleinen Zweiphasigkeit bei Ord-
nungsumwandlungen wahrscheinlich, d. h. die struk-
turelle und thermodynamische Erfahrung enthalt
eine Aussage dariiber, wie ein zutreffendes stati-
stisch thermodynamisches Modell beschaffen sein
mul}. Der Bereich der Zweiphasigkeit wird noch da-
durch verkleinert, dafl in den homogenen Phasen
Vorentordnungs- und Nachentordnungs-Erscheinun-
gen auftreten, vgl. Abb. 1. Durch Exrapolation der

beschleunigte
Vorentordnung

-] Nachentordnung
-~
S +r,————-
1k '
£ |
& |
ys, ! |
{0\ l—JaSy %A'SWNachenfordnungs—
Il entropie

Entropie ———=

Abb. 1. T (S)-Diagramm einer Lambda-Umwandlung.

linearen Zweige der T (Sx)-Kurve auf die Tangente
im horizontalen Zweig kann man nun eine Entropie
A'Sx der beschleunigten Vorentordnung und eine
Entropie 4”Syx der Nachentordnung definieren und
mit der latenten Entropie A4Sy vergleichen. Diese
Entropiebetridge sind zwar nicht streng zu geben
wegen der Unsicherheit der Extrapolation, aber sie
erlauben doch eine elastische Klassifikation der Um-
wandlungen. Wenn ASy groB gegen A'Sy und 4”Sy
und eindeutig mefibar ist, dann liegt eine zweifels-
freie Phasenumwandlung vor. Wenn A4Sy klein ge-

8 H. N. V. TemperLey, Changes of State, Cleaver Hume, Lon-
don 1956, S. 20.

9 M. E. Fisuer, Rep. Progr. Phys. 30, 617 [1967].

10 C. Hurst, Proc. Phys. Soc. London B 68, 521 [1955].
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gen A’Sy und 4”Syx und an der Grenze der MeB-
genauigkeit liegt, dann wird man die Umwandlung
als Lambda-Umwandlung klassifizieren® %. In dem
unwahrscheinlichen Grenzfall, daf}

ASxy=A'Sy=4"Sx=0,

liegt eine Umwandlung zweiter Ordnung vor. Wenn
der Hochentropie-Zweig vermoge einer Nachentord-
nung ohne Wendepunkt in den Tiefentropie-Zweig
tibergeht, liegt der nicht hdufige Fall einer diffusen
Umwandlung vor.

Die obige Klassifikation ist experimentell ent-
scheidbar. Sie ist erschopfend, weil sie nicht allein
das Verhalten bei der Umwandlungstemperatur ins
Auge faBt, sondern den gesamten Verlauf der T(Sy)-
Kurve im Gebiet der Umwandlung. Sie betrachtet
die Lambda-Umwandlung als Grenzfall der Phasen-
umwandlung, bindet sie aber nicht notwendig an die
Existenz einer kleinen latenten Energie. Trotzdem
legen obige Uberlegungen nahe, sich dem Vorschlag
von Hurst1® anzuschliefen und eine Lambda-Um-
wandlung solange als Phasenumwandlung anzuse-
hen, bis experimentelle Griinde das Gegenteil bewei-
sen. Diese Einstellung entspricht dem pragmatischen
Brauch der Strukturforscher, die Struktur und Phase
meistens synonym benutzten. Die Tatsache, dafi alle
Umwandlungen schlielich als Phasenumwandlungen
erkannt werden 3, und Umwandlungen zweiter Ord-
nung sowie diffuse Umwandlungen bei Legierungen
hochst selten vorkommen, bringt in der Phanomeno-
logie eine tieferliegende statistische Erscheinung zum

Ausdruck 11,

Um die Natiirlichkeit der Klassifikation zu er-
kennen, mufl man die Annahme, dafl genau eine
aullere Koordinate vorliegt, fallen lassen. Im Falle
mehrerer auflerer extensiver Zustandskoordinaten
wird aus dem ASy-Intervall eines Zweiphasengleich-
gewichts eine Strecke im Zustandsraum, die man
Konode nennt. Auf einer Konode ist Ux(Sx, Vx)
eine lineare Funktion der Extensiven, Uy ist dort
bekanntlich nicht stabil, sondern, wie man sagen
kann, semistabil 12, und die Grenze zwischen Stabili-
tat und Semistabilitat ist die Grenze der Einphasig-
keit (manchmal Konodalkurve genannt). Der Ein-
tritt des Zustands aus dem stabilen Gebiet in ein
zweiphasiges Semistabilitatsgebiet muf} als Beginn

11 Vgl. S. Grossmaxy u. W, Rosexnaver, Z. Phys. 207, 138
[1967].

12 K. ScuuBert, Kristallstrukturen zweikomponentiger Phasen,
Springer-Verlag, Berlin 1964.
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der Phasenumwandlung angesehen werden. Tritt
der Zustand parallel einer Konode ein, so haben
wir eine kongruente Phasenumwandlung; weicht
beim Eintritt seine ProzeBrichtung von der kon-
gruenten ab, so liegt eine inkongruente Phasen-
umwandlung !> vor, nicht aber eine Umwandlung
»zweiter Ordnung®. Ublicherweise bezeichnet man
eine inkongruente Phasenumwandlung als Ausschei-
dung. Aufler diesen Phasenumwandlungen gibt es
noch den Fall, dal der Zustand an einer Stelle in
das Semistabilititsgebiet eintritt, an der die Konode
parallel der Stabilitdtsgrenze verlduft. Diese Um-
wandlung mu8 man eine kritische Phasenumwand-
lung nennen. Die Landau-Naherung gibt einen
Sprung von Cyp bei Durchlaufen des kritischen
Punktes. Die Landausche Theorie der Lambda-Um-
wandlung betrachtet diese als kritisch beziiglich der
inneren Koordinate My; da aber eine innere Ko-
ordinate schliellich zu eliminieren ist, bedingt eine
Lambda-Umwandlung keine Konoden parallel zur
Mx-Achse. Der Sprung von Cyyp bei kritischer Um-
wandlung wird gemildert durch eine Nachentord-
nung im stabilen Gebiet, aber im semistabilen, d. h.
zweiphasigen Gebiet verschirft durch den Aufbau
einer groflen Oberflichenenergie 3.

Nahordnung bei Phasenumwandlungen

Die strukturellen Vorbereitungsprozesse einer Aus-
scheidung in homogener Phase 14 gestatten nicht nur
eine verbesserte Einsicht in die Lambda-Umwand-
lungen, sondern auch in die Phasenumwandlungen.
Das Auftreten einer Mischungsliicke wird thermo-
dynamisch dhnlich wie in der Landau-Theorie durch
eine Gy (T, Nys2)-Funktion beschrieben (/Ny2= Mo-
lenbruch der zweiten Komponente), die einen in-
stabilen Bereich hat und bei der die Grenze zwischen
Instabilitdt und ,Lokalstabilitat“ die parabolische
oder Spinodalkurve definiert 5. Beriicksichtigt man
jedoch die strukturellen Vorbereitungsprozesse, so
zeigt sich, dal} der globalstabile Teil der Gy (/Vx2)-
Kurve sich bei volliger Gleichgewichtseinstellung in
den linearen Teil beim Zweiphasengleichgewicht
herein-extrapoliert und keine Extrapolation in
einen metastabilen Zweig zuldft. Die Phase ,weil}“

13 Vgl. dazu L. Tisza, Generalized Thermodynamics, Cam-
bridge 1966, p. 97.

14 A, Kewey u. R. B. Nicrorsox, Progr. Mater. Sci. 10, 149
[1963].
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thermodynamisch, daB sie bei weiterer Anderung
des Zustands eine Ausscheidung bilden muf} 16. Der
metastabile Zweig der Gy (/Ny2)-Kurve ist also ver-
schieden, je nachdem wie sehr man die Zeit der
Gleichgewichtsdiffusion verkiirzt. Danach hat weder
der Metastabilitatsbereich noch die Spinodale eine
strenge thermodynamische Bedeutung, im Gegensatz
zum stabilen und semistabilen Bereich des Zustands-
raums.

Die Beriicksichtigung der Veranderlichkeit des
Ordnungszustands wirft auch ein neues Licht auf
die Frage, ob zwischen einer kristallinen und einer
flissigen Phase ein kritischer Punkt existieren kann.
Diese Frage wurde hiufig verneint unter Hinweis
darauf, daB der Ubergang von der Kristallanisotro-
pie zur Flissigkeitsisotropie ein notwendig diskon-
tinuierlicher Prozel sei. Beriicksichtigt man aber,
dafl die Ortskorrelation der Atome nur im Ideal-
kristall streng einer Translationsgruppe geniigt, im
Realkristall dagegen nicht, dann ist eine kontinuier-
liche Uberfiihrung der Kristallstruktur in die Fliis-
sigkeitsstruktur moglich und daher auch die Existenz
eines kritischen Punktes.

Funktionale Abhangigkeit der Intensiven
im semistabilen Gebiet

Die Intensiven sind ldangs der Konoden konstant,
sie befinden sich daher in einem semistabilen Gebiet
in funktionaler Abhéngigkeit. Wir betrachten der
Einfachheit halber nur eine zweiphasige Semistabili-
tat, d. h. ein Gebiet (im Raum von Sy und von Vy),
das von eindimensionalen Konoden erfiillt ist und
iiber dem man sich die Energiefliche denkt. Jeden-
falls gilt mit QUy/3Sy = :T und JUx/3Vy = :P die
Gleichung

er 3P

(@N )sz (7351\'7)1'
Diese Beziehung gilt auch im semistabilen Gebiet.
Setzt man dort Sy : OV = ASy : AVx, wo 4 die
latenten Unterschiede bezeichnet, dann gehéren 3T
und OP gerade zu zwei (T, P)-Paaren, d. h. sie wer-
den zu dT, dP, und wir haben

ar dp

AV = A4Sy (Clausius-Clapeyron-Relation) .

(Maxwell-Relation) .

15 H. W. Baknuis Roozesoom u. F. A. Scureinemaker, Hetero-
gene Gleichgewichte, Vieweg, Braunschweig 1911, III/2,
S. 287.

16 A. Mi~stER, Statistische Thermodynamik, Springer-Verlag,
Berlin 1956, S. 228.
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Ist das Semistabilitatsgebiet so schmal, daf}
ASy : AVx =0:0,

so kann man die 'Hospital-Regel anwenden, wenn
man Sy und Vy als Funktion von T, P betrachtet
und wenn OS/3T usw. einen endlichen Sprung bei
Durchgang durch die Lambda-Umwandlung machen;
so kommt

dF _ (3/3T) Asx

= — (3/3P) ASx

ar @R Avs — (3/3P) Avy
(Ehrenfest-Relationen).

Macht aber (3S/3T)p keinen endlichen Sprung auf
der Lambda-Linie, sondern hat eine Unendlichkeits-

K.KAMBE

stelle dhnlich wie —log|T —T;|, so ist die Ehren-
fest-Relation nicht mehr anwendbar. Man hat aber
immer noch die Moglichkeit OSx/3T und SVy/3T

in der Ndhe der Umwandlungslinie zu vergleichen
und statt

A(3/3T) Sy =A4(3/3T) Vx-dP/dT
und

A(3/3T) Vx=A4(3/3P) Vx-dP/dT
die Beziehungen zu priifen

3 P 9 3 dP 3
aroN=ar /¥t ar/x=grgptte

(Pippard-Relationen).

Theory of Low-Energy Electron Diffraction
II. Cellular Method for Complex Monolayers and Multilayers
Kvozasuro KamBE

Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft, Berlin-Dahlem *
(Z. Naturforsch. 23 a, 1280—1294 [1968] ; received 18 May 1968)

The method of calculating the intensities of waves in low-energy electron diffraction (LEED)
which was applied in Part I to monatomic layers is generalized and applied to complex monolayers
and multilayers. Using the “muffin-tin” model, which is widely used in the band theory of metals,
the wave function is expanded in spherical harmonics on the surfaces of the set of atomic spheres
which build a two-dimensional unit of the structure. The expansion coefficients are determined
from the condition that the wave function should satisfy the integral equation of the problem on
each of the surfaces of the atomic spheres.

The method is interpreted physically in terms of the multiple scattering by the system of atoms.
Corresponding to the expansion of the wave function on the atomic spheres the waves falling on
and scattered by the atoms are decomposed into “partial waves”. In this picture the theory is
shown to be essentially equivalent to the dynamical theory of Ewald and also to the LEED theory
of McRae. The pseudokinematical theory of Hoerni is derived if the multiple scattering is com-
pletely neglected.

The method can be modified, particularly for higher electron energies, to the form which intro-
duces the “scattering matrix” of atomic layers and finally to the form which makes use of Bloch
functions and thus becomes equivalent to the usual dynamical theory of X-ray and electron dif-

fraction.

In Part I of the present paper (referred to as I)
the cellular method, that is, a calculation using
Green’s function constructed in a two-dimensional
Wigner-Seitz cell (Kamse 2, referred to as GI), was
applied to low-energy electron diffraction (LEED)
by “simple” monatomic layers, which contain only
one atom per unit cell. In the present Part II the
theory is generalized to the case of “complex”
layers, which have more than one atom per unit
cell. The atoms in the unit cell may be of different
kinds, and their centers need not be situated in a

* Abteilung Prof. Dr. K. MoLiERE.

plane. The present theory applies also to multi-
layers, i.e. an assembly of many atomic layers
stacked together. Each layer may be simple or com-
plex. All the layers, which may be different in struc-
ture, should have, however, common periods in two
dimensions, so that the whole structure has a two-
dimensional periodicity. This assumption is essen-
tial for applying the results of the general theory
developed in GI. The common periods need not be
identical with the periods of the constituent layers,
but may be common multiples of them.

1 K. Kawusg, Z. Naturforsch. 22 a, 322 [1967].
2 K. Kawusg, Z. Naturforsch. 22 a, 422 [1967].



